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Resumen: 
El objetivo de este trabajo es desarrollar una 
metodología aplicada a la resolución de redes de 
agua, teniendo como incógnita los caudales, en el 
cual se aplica para su resolución la metodología de 
Newton, además se hace una formulación en bloque 
con el objetivo de mejorar la eficiencia 
computacional. 
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1) Introducción al problema y el 
conjunto de ecuaciones que definen el 
modelo. 
Anteriormente los modelos de redes de 
distribución de agua eran resueltos por la 
metodología de Hardy-Cross, luego con el 
advenimiento de computadoras con mayor 
capacidad de cálculo, se fueron 
implementado métodos matemáticos que se 
habían desarrollado para la resolución de 
sistemas de ecuaciones no lineales, como 
por ejemplo, el método de Newton y los 
Quasi-Newton[1],[2],[4], estos últimos muy 
analizados hoy por los investigadores en 
sistemas no lineales y optimización. 
En este trabajo vamos a aplicar la 
metodología de Newton, donde el sistema 
no lineal presenta la particularidad de estar 
formado por dos conjuntos de ecuaciones, 
unas lineales y otras no, aprovechando esa 
estructura definimos una formulación en 
bloques matriciales con el objetivo de 
mejorar el costo computacional. Esta 

metodología se implementara sobre una 
plataforma MatLab. 
Consideremos un modelo que define una 
red de agua constituida por n nodos y k 
tramos, en este caso las ecuaciones que 
describen el comportamiento de la red son: 

 1n −  ecuaciones de continuidad 
 1k n− +  ecuaciones de circuitos 

elementales 
Lo cual define un sistema no lineal de  
incógnitas, que son los caudales asociados a 
los k tramos 

k

( ) ( 1iqtr i = … )k . Quedando 
definido el sistema no lineal de ecuaciones: 
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Este sistema no lineal presenta las 
siguientes características: 

 Las primeras 1n −  ecuaciones 
( )1c

j j nf 1= −…  son lineales en los 
caudales asociados a los tramos 

( ) ( )1i kqtr i = …  



 Las segundas  ecuaciones 1k n− +
( )1e

j j k nf = − −… 1  son no lineales en 
los caudales asociados a los tramos 

 ( ) ( )1i kqtr i = …

 
1.1) Ecuaciones de continuidad. 
Por razones de continuidad en cada nodo se 
tiene que satisfacer la siguiente ecuación 

1

( ) ( ) 0 1, 2, 1
m

k

qtr k q i i n
=

+ = = −∑ …  (0.2) 

Donde: 
 Es la cantidad de tramos 

conectados al nodo . 
m =

i
 La cantidad total de nodos en la red. n =
  El nodo donde aplicamos la 

ecuación de continuidad. 
i =

  El gasto asociado al nodo i  ( )q i =

  = El caudal asociado al k-esimo 
tramo el cual conecta los nodos 

( )qtr k
j  e i . 

Tanto el gasto  como el gasto asociado 
al tramo  se toman positivos cuando 
salen (fuente o suministro) y negativo 
(sumidero o consumo) si entran al nodo i . 

( )q i

( )qtr k

La ecuación de continuidad (0.2) se aplica 
en cualquier nodo de la red, pero 
unicamente en  de todos los nodos que 
la forman. 

1n −

1.2) Ecuación de perdida asociada al k-
esimo tramo. 
 
1.2.a) Ecuación de Darcy-Weisbach y de 
Colebrook-White. 
Las perdidas en cada tramo, como 
consecuencia de la fricción entre la tubería 
y el fluido, están definidas por la ecuación 
de Darcy- Weisbach en conjunto con la 
ecuación de Colebrook-White. 
La formula de Darcy-Weisbach establece 
que la perdida en el k-esimo tramo es: 
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 (0.3) 

Por lo general expresamos las perdidas de 
la forma 
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 (0.4) 
para evitar el problema de tener números 
negativos elevados a una potencia par y 
perder el signo. 
En las ecuaciones (0.3) y (0.4) sabemos 
que: 

( )fh k = Perdida por fricción en el k-esimo 
tramo. 

( )fr k = Factor de fricción asociado al k-
esimo tramo. 
g =Aceleración de la gravedad. 
( )d k =Diámetro del k-esimo tramo. 

( )l k =Longitud del tramo correspondiente 
al k-esimo tramo. 
( )v k =Velocidad media asociada al k-

esimo tramo. 
La formula de Colebrook-White que nos 
define el factor de fricción en el k-esimo 
tramo es: 
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 (0.5) 
( ) ( )

( )e

v k d k
R k

ν

⋅
=

 (0.6) 
Siendo: 

( )fr k = Factor de fricción en el k-esimo 
tramo. 

( )eR k = Numero de Reynolds en el k-esimo 
tramo. 

Sk =Rugosidad absoluta = 30.015 10−⋅  [m] 
para PVC. 
( )d k =Diámetro del k-esimo tramo. 

( )v k =Velocidad media en el k-esimo 
tramo. 
υ =Viscosidad cinemática del fluido = 

61.14 10−⋅  [m2/seg] para el agua a 15 º C. 
 
1.2.b) Determinación del factor de fricción 
por medio de la formula de Colebrook-
White. 
Dada la velocidad, el diámetro del tramo, la 
rugosidad absoluta  y la viscosidad Sk



cinemática del fluido ν ; por medio de las 
siguientes fórmulas podemos determinar el 
factor de fricción 
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( )e

v k d k
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⋅
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 Colebrook - White 
 
La ecuación anterior no es explícita en el 
factor de fricción, esto nos conduce a tener 
que aplicar el método iterativo de Newton 
para su resolución, siendo la siguiente 
fórmula la expresión recursiva: 
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siendo  ( )G fr
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y su derivada 
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Para iniciar el proceso iterativo debemos 
calcular un valor inicial del factor fricción, 
que se obtiene de igualar la fórmula de 
Darcy-Weisbach con la de Hazen-Williams. 
La fórmula de Hazen-Williams que 
determina la perdida en un tramo es 

2

1,85185 1,166 0,14815
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y la fórmula de Darcy Weisbach es 
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igualando ambas fórmulas, obtenemos un 
valor inicial para el factor de fricción 

1,85185 1,166 0,14815

13, 6124  

  
h

g
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c d v

⋅
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⋅ ⋅
 (0.12) 

 
y siendo la velocidad media 
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dπ

⋅
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⋅
 (0.13) 

Reemplazando (0.13) en (0.12) tenemos el 
valor inicial del factor de fricción 

0,1297

1,85185 0,14815

13,133856  

 h

d
fr

c qtr

 g⋅ ⋅
=

⋅
 (0.14) 

 
siendo: 
d =Diámetro del tramo. 

hc =Coeficiente que depende del material 
de la tubería que al ser de PVC es igual a 
150. 
qtr =Gasto asociado al tramo. 
g =Aceleración de la gravedad. 
 
1.3) Ecuaciones de circuitos elementales. 
Realizando el recorrido completo de un 
circuito elemental (partiendo y llegando al 
mismo nodo) definido por los tramos k, r, s, 
t y w, se satisface la siguiente ecuación 
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Siendo: 
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Donde: 
( )l j =Longitud del j-esimo tramo. 

( )d j = Diámetro del j-esimo tramo. 

( )fr j =Factor de fricción en el j-esimo 
tramo. 

( )qtr j =Caudal asociado el j-esimo tramo. 
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 (0.18) 

 
Elementos del Trabajo y metodología  
 
1) Metodología de resolución del sistema 
no lineal 
 
Para la resolución del sistema no lineal 
aplicamos la metodología iterativa de 
Newton-Raphson[1],[2],[4], el cual consiste en 
linealizar cada una de las ecuaciones 
aplicando un desarrollo de Taylor en el 
entorno de un punto ( )iq , despreciando los 
términos superiores a las derivadas 
primeras, tenemos: Igualando a cero las ecuaciones (0.17), nos 

queda el sistema lineal de ecuaciones de 
k k×  

 
( )( )
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1
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i

i i i i

f q

f q J q q q

+

+

=

= + − +"
 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 0i i i if q J q q q++ − =  (0.19) 

Quedando expresado un sistema lineal de 
k k×  ecuaciones; donde las k incógnitas son 
incrementos de los caudales asociados a los 
tramos, permitiendo actualizar los caudales 
de la iteración anterior. 

 (0.17) 
 
Donde la matriz ( )( )iJ q  es matriz 

Jacobiana de f  evaluada en ( )iq  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1i i i i iq q q q q q+ + + iΔ = − → = + Δ  

 (0.20) 
Quedando el sistema lineal expresado de la 
forma: 
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 (0.21) 
En el cual podemos observar que la matriz de los coeficientes ( )iA  varía en cada iteración i, 

como también el vector de los términos independientes ( )ib . 



Las derivadas parciales de las ecuaciones de continuidad ( )1c
j j nf 1= −…  respecto a los 

caudales  pueden tomar los valores  ( ) ( 1i kqtr i = … )
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La ecuación de un circuito de elemental formada por los tramos k, r, s, t y w es 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,e
f f f f ff q k q r q s q t q w h k h r h s h t h w= + + + +  (0.23) 

 
Siendo: 
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Y su derivada parcial respecto al caudal ( )qtr s  esta expresada por: 
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 (0.24) 

 
Donde A esta dado por : 

( ) 2 5

( ) 16 ( )( ) ( )
( )

fh s l sfr s q s
q s g d sπ

∂ ⋅
= ⋅ ⋅

∂ ⋅ ⋅
 (0.25) 

 
B esta dado por 
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Para el cálculo de C, tenemos  
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de donde podemos decir que  
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Reemplazando, tenemos que C queda expresado por: 
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Para el calculo de D sabemos que  
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Reemplazando (0.25), (0.26), (0.27), (0.29) y (0.30) nos queda 
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Analizando la matriz A  podemos ver que ciertos bloques permanecen constantes iteración a 
iteración, mientras que otros varían. Esto hace que sea ventajoso aplicar una factorización del 
tipo LU en bloques. 
2) Descomposición en bloques del sistema linealizado y su resolución. 

En tal caso el sistema linealizado expresado en bloques[6], esta dado por: 
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
∂ ∂

" "

" "

# # # # # # #

" "

" "

# # # # # # #

( )

( )( )
1 1

2 2

1 1

1

1

1 1 1

2 1

i

ii c

c

c
n n

e
n

e
k k n

e e e
k n k n k n

n n k

q f
q f

q f
q f

q f

f f f
q q q q

− −

− +

− + − + − +

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ Δ ⎧ ⎫⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪Δ⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪Δ = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ Δ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ Δ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

# "

# "

" "

 



 
En forma mas condensada tenemos 

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

( )

[ ] [ ]
N

[ ]
N

[ ]
N

( )

[ ]
N

[ ]
N

( )
11 12

1 1 1 1 1 1 1 1

( )
21 22

1 1 1 11 1 1 1

îi c
a

n n n k n n n

i i e
b

k n k nk n n k n k n

A A q f

q fA A

− × − − × − + − × − ×

− + × − + ×− + × − − + × − +

⎡ ⎤ Δ ⎧ ⎫⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ Δ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

 (0.32) 

 
Siendo : 
Bloque 11A  

[ ] [ ]
N

1 1 1

1 2

2 2 2

11 1 2

1 1

1 1

1 2

c c c

n
c c c

n

n n

c c c
n n n

n

1

1

1

1

f f f
q q q

f f
A q q q

f f f
q q q

−

−

− × −

− − −

−

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂
⎢

= ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

"

"

# # # #

"

f
⎥

1

 (0.33) 

 
Una matriz sparce cuadrada de , cuyos elementos permanecen invariantes durante el 
proceso iterativo y pueden tomar uno de los siguientes valores -1, 1 o 0. 

1n n⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦− × −

 
Bloque 12A  

[ ] [ ]
N

1 1

2

12

1 1

1 1

c c

n k
c c

n k

n k n

c c
n n

n k

2

f f
q q

f f
A q

f f
q q

− × − +

− −

⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂
⎢

= ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

"

"

# # #

"

q
⎥  (0.34) 

 
Es una matriz rectangular de  filas y 1n⎡ ⎤−⎣ ⎦ 1k n⎡ ⎤− +⎣ ⎦  columnas; cuyos elementos presentan la 
misma característica que los de 11A . 

Bloque ( )
21

iA  

[ ] [ ]
N

( )
1 1 1

1 2 1
( )

21

1 1 1 1 1

1 2 1

ie e e

n
i

e e e
k n n k n k n k n

n

f f f
q q q

A
f f f

q q q

−

− + × − − + − + − +

−

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢
⎢=
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

"

# # # #

"

⎥
⎥  (0.35) 

 
Es una matriz rectangular de  filas y 1n⎡ ⎤−⎣ ⎦  columnas; cuyos 1k n⎡ ⎤− +⎣ ⎦  elementos varían durante el 
proceso iterativo. 
 



Bloque ( )
22

iA  

( )

[ ] [ ]
N

( )
1 1

22

1 1 1 1

ie e

n
i

e e
k n k n k n k n

n k

f f
q q

A
f f

q q
− + × − + − + − +

⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂⎢
⎢=
⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

"

# # #

"

k ⎥
⎥

1⎤⎦

 (0.36) 

 
Es una matriz rectangular de ; cuyos elementos varían durante el proceso 
iterativo. 

1k n k n⎡ ⎤ ⎡− + × − +⎣ ⎦ ⎣

Los vectores columna aqΔ  y bqΔ , constituyen el vector de las incógnitas en cada iteración y 
son los incremento de los caudales que utilizamos para ir actualizando los caudales durante el 
proceso iterativo. 
 

[ ]
N

( )

[ ]
N

( )1

2

1 1 1 1

1

i
i

n

a b

n k n k
n

q
q

q
q q

q
q

− × − + ×

−

Δ⎧ ⎫
Δ⎧ ⎫⎪ ⎪Δ⎪ ⎪ ⎪ ⎪Δ = Δ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪Δ⎩ ⎭⎪ ⎪Δ⎩ ⎭

#
#

 (0.37) 

Los vectores cf  y ( )ief definen el vector de los términos independientes en cada iteración. 

[ ]
N

( )

( )

[ ]
N

( )1
1

2

1 1 1 1 1
1

ic
ie

c
ic e

en k n k nc
n

f
f

f
f f

f
f

− × − + ×
− +

−

⎧ ⎫
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

"
"

 (0.38) 

 
Planteando la descomposición en bloques de la forma LU y definiendo la siguiente estructura 
en bloques, tenemos que 

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

( )

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ]

11 12

1 1 1 1

( )
21 22

1 1 1 1

11 11 12
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1

( )
21

1 11 11 11 1

0 0

0

n n n k n

i i

k n n k n k n

n k nn n n n n n n n n k
i

k n k nk n nk n k nk n n

A A

A A

L U UI

AL I

− × − − × − +

− + × − − + × − +

− × − +− × − − × − − × − − × − − × −

− + × − +− + × −− + × − +− + × −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

�
[ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

1

1 11 1

0
n

k n k nk n n

I
+

− + × − +− + × −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (0.39) 

 
donde ( ) ( )

22 21 12
i iA A L U= − ⋅�  es la matriz complemento de Shur de 11A , factorizando la 

matriz A�  de la forma ( ) ( ) ( )
22 22

i iA L U= ⋅� i , la expresión (0.39) toma la forma 



[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

( )

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

( )

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

( )

[ ] [ ]
N

11 12

1 1 1 1

( )
21 22

1 1 1 1

11 11 12

1 11 1 1 1 1 1

( )
21 22 22

1 11 1 1 1 1 1

0

0

n n n k n

i i

k n n k n k n

n k nn n n n n k n

i i

k n nk n n k n k n k n k n

A A

A A

L U

L L U

− × − − × − +

− + × − − + × − +

− × − +− × − − × − − × − +

− + × −− + × − − + × − + − + × − +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

i

U
 (0.40) 

 
Realizando las multiplicaciones entre bloques e igualando, tenemos que 

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N11 11 11

1 1 1 1 1 1n n n n n n

A L U
− × − − × − − × −

= ⋅  (0.41) 

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N12 11 12

1 1 1 1 1 1n k n n n n k n

A L U
− × − + − × − − × − +

= ⋅  (0.42) 

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

( ) ( )
21 21 11

1 1 1 1 1 1

i i

k n n k n n n n

A L U
− + × − − + × − − × −

= ⋅  (0.43) 

( )

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

( )

[ ] [ ]
N

( )

[ ] [
N

( )
22 21 12 22 22

1 1 1 1 1 1 1 1 1

i i i

k n k n k n n n k n k n k n k n k n

A L U L U
− + × − + − + × − − × − + − + × − + − + × − +

= ⋅ + ⋅

]1

i  (0.44) 

 
De la expresión (0.41) vemos que tenemos que realizar una factorización del tipo LU a la 
matriz 11A , la cual es invariante en el proceso iterativo. Para poder asegurar que esto sea 

posible tenemos que garantizar que los menores de la diagonal principal sean distintos de 
cero, es decir 
 

11 11 0a l= ≠  11 12
11 22

21 22

0
a a

l l
a a

= ⋅ ≠
 

11 12 13

21 22 23 11 22 33

31 32 33

0
a a a
a a a l l l
a a a

= ⋅ ⋅ ≠

 
 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )

11 12 13 1 1

21 22 23 2 1

11 22 3331 32 33 1 13 1

1 1 1 2 1 3 1 1

0

n

n

n nn

n n n n n

a a a a

a a a a

l l l la a a a

a a a a

−

−

− −−

− − − − −

= ⋅ ⋅ ≠

"

"

""

# # # # #
"

 
 
En caso de no cumplirse algunas de las desigualdades, se realiza una permutación de 
columnas de manera de poder garantizar la factorización. La permutación se hace por filas, y 
no por columnas, ya que de esta manera no cambiamos el orden de las incógnitas. 



La expresión (0.42) define  sistemas triangulares inferiores independientes entre si de 
 incógnitas cada uno, estos sistemas permaneces invariantes durante el proceso iterativo 

y cada uno de ellos define una columna de la matriz 

1k n− +
1n −

12U . Como vemos en el siguiente 

esquema 
 
 

Primer sistema 

[ ] [ ]
N { }

( )

[ ] [ ]

{ }
( )

[ ] [ ]

11 12 12
:,1 :,1

1 1
1 1 1 1

n n
n n

L U A
− × −

− × − ×

⋅ =
��	�
 ��	�


 
Obtenemos la 

primer columna 
de 12U  

Segundo 
sistema 

[ ] [ ]
N { }

( )

[ ] [ ]

{ }
( )

[ ] [ ]

11 12 12
:,2 :,2

1 1
1 1 1 1

n n
n n

L U A
− × −

− × − ×

⋅ =
��	�
 ��	�


 

Obtenemos la 
segunda columna 

de 12U  

……………….. …………………. …………………. 
k-n+1 sistema 

[ ] [ ]
N { }

( )

[ ] [ ]

{ }
(

[ ] [ ]

11 12 12
:, 1 :, 1

1 1
1 1 1 1

k n k n
n n

n n

L U A
)− +

− × −
− × − ×

⋅ =
− +��	�
 ��	�


 
Obtenemos la k-
n+1 columna de 

12U  

 
Trasponiendo la igualdad (0.43), tenemos que 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [

( ) ( )
11 21 21

1 1 1 1 1 1

t t
i

n n n k n n k n

U L A

− × − − × − + − × − +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦�	
 ��	�
 ��	�

]

t
i  (0.45) 

 
La cual define  sistemas triangulares inferiores independientes entre si de  
incógnitas cada uno; estos sistemas los volvemos a resolver en cada iteración ya que la matriz 

1k n− + 1n −

( )
21

iA  cambia en cada iteración. Esto se puede ver en el siguiente esquema 
Primer sistema 

[ ] [ ]
( )

[ ] [ ]

( )

[ ] [ ]

( ) ( )
11 21 21

:,1 :,1

1 1 1 1 1 1

t t
i

n n n n

U L A

− × − − × − ×
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 ��	�


t
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21

t
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Segundo sistema 
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t t
i i

n n n n

U L A
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 ��	�
 ��	�
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Obtenemos la segunda columna de 

( )
21

t
iL⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

……………….. …………………. …………………. 
k-n+1 sistema 

[ ] [ ]
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[ ] [ ]

( ) ( )
11 21 21
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t t t
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n n n n

U L A
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− × − − × − ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦�	
 ���	��
 ���	��
+
 

Obtenemos la k-n+1 columna de 
( )

21

t
iL⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 
Una vez calculadas las matrices ( )

21
iL  y 12U , podemos calcular la matriz complemento de 

Shur ( ) ( )
22 21 12

i iA A L U= − ⋅�  para luego factorizarla de la forma ( ) ( ) ( )
22 22

i i iA L U= ⋅� . 

Teniendo todos los bloques calculados, vemos que el siguiente sistema de ecuaciones 

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N
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[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N
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îi c
a
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− × − +− × − − × − − × − + − × − ×

− + × − + ×− + × −− + × − − + × − + − + × − +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ Δ ⎧ ⎫⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ Δ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎣ ⎦

(0.46) 



 
Puede ser expresado por dos sistemas de ecuaciones acopladas, que presentan mayor sencillez 
en su resolución. 
 
 

 Sistema 1: 

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

( )

[ ] [ ]
N

[ ]
N

[ ]
N

( )

[ ]
N

[ ]
N

( )
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1 11 1 1 1 1 1
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21 22
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11 11

1
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i i e
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−

⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⋅ = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

⎡ ⎤⋅ = − → = − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⋅ + ⋅ = − → = − −⎢ ⎥⎣ ⎦
( )

21
i

aw⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

(0.47) 

 
 

 Sistema 2 

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

[ ] [ ]
N

( )

[ ] [ ]
N
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N
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N
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N
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1 1 1 1 1 1 1 1
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1

11 12 11
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i î
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b b
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b b b b
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U U q w

q wU

U q w q U w

U q U q w q U w

− × − − × − + − × − ×
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−

−

⎡ ⎤ Δ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ Δ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

⎡ ⎤⋅ Δ = − → Δ = − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⋅ Δ + ⋅ Δ = − → Δ = − ⋅ +⎢ ⎥⎣ ⎦ 12 bU q⎡ ⎤⋅ Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
 



Conclusión y futuro seguir 
 
1) Conclusión 
Para poder abordar sobre la conveniencia de 
hacer una descomposición en bloques, 
vamos primeramente analizar la cantidad de 
operaciones vinculadas a una formulación 
clásica y a una en bloques, para luego 
compararlas. 
Analizando las ecuaciones linealizadas 
(0.21), vemos que se trata de un sistema 
lineal de [ ]k k×  en donde calculando por 
medio de una formulación clásica tenemos 
para: 
 
Primer iteración  

  coeficientes de la matriz 2k ( )iA  
  términos del vector independiente k

( )ib  
 y del orden de 3 3k  operaciones para 

resolver el sistema por una eliminación 
gaussiana 

 
En las restantes j-esimas iteraciones 

  elementos de la matriz de 

los coeficientes 

( )1k n k− + ×
( )iA  

  elementos en el vector de los 
términos independientes 
( 1k n− + )

 y del orden de 3 3k  operaciones para 
resolver el sistema por una eliminación 
gaussiana 

Es decir un número total de operaciones en 
j iteraciones es 

( )( ) [ ]
3 3

2 1 1
3 3
k kk k k n k j

⎡
+ + + − + + + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
1

⎤

 (0.48) 
 
Si en cambio usáramos una formulación en 
bloques como la descripta anteriormente, el 
número de operaciones seria: 
 
Primer iteración 
1.Calcular los bloques 

11A , 12A , ( )
21

iA , ( )
22

iA , cf  y ( )ief  tenemos 

que realizar  operaciones. 2k +

2.Factorizamos la matriz 11A ,para lo cual 

hacemos ( )31n − 3 operaciones 
3.Definimos el bloque 12U  para lo cual 

hacemos ( ) (21n k n )1− − +  operaciones 
al resolver ( )1k n− +  sistemas 
triangulares inferiores e independientes de 
( )1n −  incógnitas. 

 
4.Para definir el ( )

21
iL , también hacemos 

( ) (21n k n )1− − +  operaciones al resolver 

( )1k n− +  sistemas triangulares 

inferiores e independientes de ( )1n −  
incógnitas. 

 
5.Calculamos la matriz complemento de 

Shur y la factorizamos, para lo cual 
requerimos ( )31 3k n− + . 

 
6.Resolvemos el sistema 1 que esta definido 

por dos sistemas triangulares inferiores 
acoplados 

11
c

aL w f⋅ = −  
( )( )

21 22
i i e

a bL w L w f⋅ + ⋅ = −  

Para lo cual requerimos (  y )
)

21n −

( 21k n− +  operaciones respectivamente. 
 

7.Resolvemos el sistema 2 que esta definido 
por dos sistemas triangulares superiores 
acoplados. 

( )
22

i
b bU q w⋅ Δ = −

 

11 12a aU q w U qb
⎡ ⎤⋅ Δ = − + ⋅ Δ⎢ ⎥⎣ ⎦  

Para lo cual requerimos 
( )21k n− + ( 21n )−  y ( )21n −  
operaciones respectivamente. 

 
Para las restantes j-esimas iteraciones 
tenemos 

k



8.Actualizar los bloques ( )
21

iA , ( )
22

iA  y 
( )ief  tenemos que realizar 

 operaciones. ( ) (1k n k− + + )1
9.Ídem al punto 4 anterior. 
10. Ídem al punto 5 anterior. 
11. Resolvemos del sistema 1 únicamente el 

segundo sistema triangular inferior 
( )( )

21 22
i i e

a bL w L w f⋅ + ⋅ = −  

Para lo cual requerimos  
operaciones. 

( 21k n− + )

12. Ídem al punto 7 anterior. 
 

Por lo tanto el número total de operaciones 
es 
( ) [ ] ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )

3
2

3
2

2

1
1 2 1 1 1 1

3
1

1 1
3

2 1

n
k n n k j n j

k n
j n j

k n j

− ⎡+ − + − + − + − − +⎣

− +
+ − + +

− +

…

…

⎤
⎦

 (0.49) 
De las formulas (0.48) y (0.49) podemos 
calcular las siguientes tablas 
 

C
an

tid
ad

 d
e 

no
do

s 
N

 

C
an

tid
ad

 d
e 

tra
m

os
 

k 

Ite
ra

ci
on

es
 

j 

Formulacion 
Clasica 

20 30 1 9930 
20 30 10 93999 
20 30 20 187409 
40 60 1 75660 
40 60 10 735189 
40 60 20 1467999 
80 120 1 590520 
80 120 10 5819169 
80 120 20 11628779 
80 120 30 17438389 

Tabla 1 – Eficiencia en la formulación clásica 
 

C
an

tid
ad

 d
e 

no
do

s 
n 

C
an

tid
ad

 d
e 

tra
m

os
 

k 

Ite
ra

ci
on

es
 

j 

Fo
rm

ul
ac

io
n 

en
 b

lo
qu

es
 

Porcetaje de 
operaciones 

en bloque VS 
clasica 

20 30 1 11636  
20 30 10 21914 23,3 
20 30 20 33334 17,8 
40 60 1 90666  

40 60 10 131004 17,8 
40 60 20 175824 12,0 
80 120 1 714926  
80 120 10 874784 15,0 
80 120 20 1052404 9,0 
80 120 30 1230024 7,1 

Tabla 2 – Eficiencia en la formulación en bloques 
 
En la tabla 1 y 2 vemos el número de 
operaciones que se realiza para diferente 
cantidad de nodos, tramos e iteraciones 
Como se puede ver en la tabla 2 la 
eficiencia de la metodología en bloques es 
mucho mejor para problemas con mayor 
numero de tramos, es decir incognitas, y 
nodos, y a la vez cada vez es mas grande 
cuando el numero de iteraciones aumenta. 
 
2) Futuro seguir 
En el futuro estaríamos implementando un 
código en paralelo para las etapas de 
resolución del los sistemas triangulares en 
cada uno de los puntos 3) 4) y 9), ya que se 
trata de sistemas triangulares desacoplados 
y de igual dimensión, con esto buscamos 
aumentar la eficiencia computacional del 
algoritmo. En esta etapa vamos a comparar 
el condicionamiento de los sistemas 
parciales resueltos con el condicionamiento 
del sistema correspondiente a la 
formulación clásica. 
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